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 1.1 a)  

 

x y = f (x) 

– 1 
2

3−
 

0 
2

1−
 

1 
2

1

 

2 
2

3

 
 

 b) 

 

 

 

 

 

 

 

  

1.2 a)  

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 b) g (x) = x3 com { }1, 0, 1, 2x∈ − . 
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2.1 Mínimo: f (– 3) = – 3 

 Máximo: f (– 6) = 7 

2.2 C. S. = {– 6}. 

2.3 C. S. = {– 3}. 
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3.1  

        
 

     

3.2  

 

 

3.3  

 
 

3.4  

    
 

 

4.1 ( ) xxf =  

 f não é injectiva. Por exemplo, f (– 1) = f (1). 

 

4.2 ( ) 3 xxg =  

 ⇒≠⇒≠ 3
2

3
121

xxxx  

 ( ) ( )1 2 1 2, , gg x g x x x D⇒ ≠ ∀ ∈ , g é injectiva. 

4.3 ( )
1 se 1

1
se 1

x x
f x

x
x

+ ≥
=  <

 

f não é injectiva. Por exemplo ( )23
3

1
ff ==







 . 

5. ( ) 2

1
, ff x D

x
+= = R  

 ( ) ( ) ⇔=⇔=
2

2

2

1

21

11

xx
xfxf  

 2121

2

2

2

1
xxxxxx =∨−=⇔=⇔  

 Como 1 2,x x +∈R temos que 21
xx = . Então: 

( ) ( )1 2 1 2 1 2, ,f x f x x x x x += ⇒ = ∀ ∈R  
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6.  Por exemplo: 

 f : R→ R  

   x          
1

se 0

se 0

x
x
x x

 <

 ≥  
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1. Resposta: (C). 

2. Resposta: (C). 

3. Resposta: (D). 

4.  

 

 

 

 

 

 

 Resposta: (D). 

5. Resposta: (D). 

6. Resposta: (B). 
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1.1 ] ], 6gD = −∞  

1.2 [ [2,gD′ = − + ∞  

1.3 – 2 

1.4 – 2, 4 e 8. 

1.5 – 3 e 1. 

1.6 [– 2, 0] e [4, 6]. 

1.7 ] ]2,−∞ , [0, 4] e [6, 8]. 

1.8 1 e – 1. 

1.9 0 e 8. 

1.10 – 2. 

1.11 – 2, 4 e 8. 

 

2.1 

a)  f (– 1) = 3 ;  f (2) = – 1.  b) 0 

c)  – 2 e 2.   d) – 3,5 ; – 2 e 1. 

 

 

2.2 

x – 4  – 3  –1,2  –0,2  2 

f(x) 1 ց – 1 ր 3 → 3 ց – 1 

 

 Intervalos de monotonia:  

 f é crescente em  [–3; –1,2], é decrescente em [–4, –3] e 

em [– 0,2 ; 2] e é constante em [– 1,2 ; –0,2]. 

 

3.1 Por exemplo: 

 
 

  

3.2 0 e 3. 

3.3 [– 5, 3]. 

3.4 0, 3. 

 

4.1 3 h, 9 h, 15 h e 21 h. 

4.2 10 min, 0 h, 12 h e 24 h. 

4.3 6 min, 6 h e 18 h. 

4.4 a) Df’ = [6, 10] 

 b) f é estritamente crescente em [6, 12] e em [18, 24]. 

  f é estritamente decrescente em [0, 6] e em [12, 18]. 

 c)  

x 0  6  12  18  24 

f(x) 10 ց 6 ր 10 ց 6 ր 10 

 

1.1. ] [0, 3x∈ . 

1.2.  A = AÇ + A_ = πx2 + (6 – 2x)2 = πx2 + 36 – 24x + 4x2 

A(x) = (4 + π) x2 – 24x + 36. 

1.3.  

 

 

 

 

  

 A área é mínima para x = 1,68 cm. 

 

2. y = a (x – h)2 + k 

y = a (x – 1)2 – 4 

5 = a (–2 – 1)2 – 4 

5 = 9a – 4 ⇔  a = 1 

y = a (x–1)2 – 4 ⇔  y = x2 – 2x + 1 – 4 ⇔  y = x2 – 2x – 3 

y = x2 – 2x – 3  
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1. ( ) 2242 −++= mxmxxf  

 ( )2 24 4 2 2 16 8 8m m m m∆ = − − ⇔ ∆ = − + ⇔  

 28 8 16m m⇔ ∆ = − + +  

 20 8 8 16 0 1 2m m m m∆ = ⇔ − + + = ⇔ − ∨ =  

 

 

  

 Resposta: (B). 

 

2.1 0232 =++ xx  

 S = – 3; P = 2 

 Resposta: (D). 
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2.2 1;
2

1
21

−== xx   

 
2

1
;

2

1
1

2

1 −=−=−= PS  

 0
2

1

2

12 =−+ xx  

 Resposta: (A). 

 

3. 01414 22 =−+−⇔=+− mxxmxx  

 ( )∆ 16 4 1 16 4 4 20 4m m m= − − ⇔ − + = −  

 ∆ 0 20 4 0 5m m= ⇔ − = ⇔ =  

 Resposta: (A). 

4. ⇔+±=⇔=−−
2

411
012 xxx  

   
2

51

2

51 +=∨−=⇔ xx  

 2

51+=Φ
 

 Resposta: (D). 

 

5. f (3,5) = 3,5  

 f (8) = – 0,5 (8 – 6)2 + 5,5 = – 2 + 5,5 = 3,5 

 Resposta: (D). 
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1. 22 2 ++ mxx  

 16224 22 −=∆⇔××−=∆ mm  

 440160 2 =∨−=⇔=−⇔=∆ mmm  
 

 

  

 440 =∨−=⇔=∆ mm  

 ] [0 4, 4m∆ < ⇔ ∈ −  

 ] [ ] [0 , 4 4,m∆ > ⇔ ∈ −∞ − ∪ +∞ . 

 

1.1 ] [ ] [+∞∪−−∞∈ ,44,m  

1.2 ] [4,4−∈m  

1.3 44 =∨−= mm  

 

2. ( ) 21 2 1 0m x x m− − + − =  

 ( ) ( )( ) ( )2 2
2 4 1 1 4 4 1m m m∆ = − − − − ⇔ ∆ = + −  

 0, m∆ > ∀ ∈R  

 Sejam x1 e x2 as raízes da equação 

 
01

1

1
21

<−=
−

−=×
m

m
xx

 
 logo, x1 e x2 têm sinais contrários 

 ( )2
4 4 1 0 ,m m∆ = + − > ∀ ∈R e o produto das raízes é 

 { }1
1, \ 1

1
m

P m
m

−= = − ∀ ∈
−

R  

3.  

 

 ( ) ⇔=−++−⇔=+− 0360016064006080 22222
xxxxx  

 ⇔=+−⇔=+−⇔ 0140080028001602 22 xxxx  

 
14548625

2

56008080 2

,x,xx ≈∨≈⇔−±=⇔
 

 86,25=BC m e 14,54=AC m ou vice-versa. 

 

4.1 a) 2x + y é o comprimento da rede. 

 b) 100 – 2x é o comprimento do lado paralelo ao muro, em 

função do comprimento do outro lado. 

 c)  x (100 – 2x) é a área do rectângulo. 

4.2 ( ) ( )100 2 , 0 50A x x x x= − < <  

 
 x = 25; y = 100 – 2 × 25 = 50 

 A área do terreno é máxima se as dimensões forem 25 m 

por 50 m. 

5. ( ) 84,24,0 2 ++−= xxxh  

5.1 h (0) =8 ; 8 metros. 

5.2 ( ) 10854,254,05 2 =+×+×−=h  

 h(5) = 10; a 5 m, na horizontal, da linha da prancha, a 

atleta está a 10 metros de altura. 

5.3  

 
 A altura máxima atingida pela atleta é 11,6 m. 

 

 

5.4 ( ) ⇔=++−⇔= 084,24,00 2 xxxh  

 39,8
8,0

8,124,24,2 2

≈⇔
−

+±−
=⇔ xx  

 8,39 m 

 

5.5 ( ) ⇔=++−⇔= 1084,24,010 2 xxxh  

 ⇔=+−⇔=−+−⇔ 056024,24,0 22 xxxx  

 51
2

20366 =∨=⇔−±=⇔ xxx  

 51 =∨−= xx . O atleta encontrou-se a 10 m de altura 

quando a distância à prancha, medida na horizontal, era de  

1 m ou de 5 m. 
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5.6 ( ) ⇔>++−⇔> 2,584,24,02,5 2 xxxh   

 ⇔>++−⇔ 0824240 2 ,x,x,  

 ⇔<−−⇔ 0762 xx  

 [ ]0, 7x⇔ ∈  

  A altura a qual se encontra o atleta é superior a 5,2 m 

enquanto a sua distância, na horizontal, à prancha for 

inferior a 7 m. 
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1. São funções racionais as definidas por: 

1.1 f (x) = x2 – 3 

1.2 ( )
2

3+−= x
xg  

1.3 ( ) π 3
5 1
x

i x
x

+=
+
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2.1 ( )
33

1

+
=

x
xf  

 Df = { } { }: 3 3 0 \ 1x x∈ + ≠ = −R R  

2.2 ( )
12

1
2 ++

=
xx

xg  

 Dg = { } { }2: 2 1 0 \ 1x x x∈ + + ≠ = −R R  

2.3 ( )
32

3

xx

x
xh

−
=  

 Dh = { } { }2 3: 0 0,1\x x x∈ − ≠ =R R  

 Cálculos auxiliares: 

 ( ) ⇔=−⇔=− 010 232 xxxx  

 100102 =∨=⇔=−∨=⇔ xxxx  

2.4 ( )
963

2
2 +−

=
xx

xi  

 Di = { }2: 3 6 9 0x x x∈ − + ≠ =R R  

 Cálculos auxiliares: 

 ⇔=+−⇔=+− 0320963 22 xxxx  

 
2

1242 −±=⇔ x . A equação é impossível. 

 

2.5 ( )
xxx

x
xj

54

1
23

4

−−
−=  

 Dj = { } { }3 2: 4 5 0 1, 0, 5\x x x x∈ − − ≠ = −R R . 

 Cálculos auxiliares: 

 ( ) ⇔=−−⇔=−− 054054 223 xxxxxx  

 5100540 2 =∨−=∨=⇔=−−∨=⇔ xxxxxx  
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3.1 ( )
5

3

+
−=

x

x
xf  

 3 0 3x x− = ⇔ =  

 5 0 5x x+ = ⇔ = −  

A recta de equação x = – 5 é uma assimptota do gráfico de f. 

 

3.2 ( )
23

1

x
xg

−
=  

 3303 2 =∨−=⇔=− xxx  

As rectas de equações 3−=x e 3=x são assimptotas 

do gráfico de g. 

 

3.3 ( )
81

9
2 −

−=
x

x
xh  

 99081909 2 =∨−=⇔=−⇔=⇔=− xxxxx  

A recta de equação x = – 9 é uma assimptota do gráfico de h. 

 

3.4 ( ) { }3
1, \ 3

3

x
i x x

x

−= = ∀ ∈
−

R  

 O gráfico de i não tem assimptotas verticais. 

 

3.5 ( )
52

1
2 ++

=
xx

xj  

2 2 5 0x x x+ + = ⇔ ∈∅ . 

 O gráfico de j não tem assimptotas verticais. 
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4.1 ( )
1

2

−
=

x
xf  

 Numerador: A (x) = 2 

 Denominador: B (x) = x – 1 

 ( ) ( ) 100 =⇔≠∧= xxAxB  

Assimptotas vertical: recta de equação x = 1 

Grau de B (x) > grau de A (x) 

Assimptota horizontal: recta de equação y = 1. 

 

4.2 ( )
x

x
xg

−
=

7

2
 

 Numerador: A (x) = 2 x 

 Denominador: B (x) = – x + 7 

 ( ) ( ) 7020700 =⇔≠∧=+−⇔≠∧= xxxxAxB  

Assimptota vertical: recta de equação x = 7 

Grau de B (x) = grau de A (x) 

Assimptota horizontal: recta de equação y = 2
1

2 −=⇔
−

y . 
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4.3 ( )
6

3
2 −−

=
xx

x
xh  

 Numerador: A (x) = 2 x 

 Denominador: B (x) = x2 – x – 6 

 ( ) ( ) ⇔≠∧= 00 xAxB  

 3202062 =∨−=⇔≠∧=−−⇔ xxxxx  

Assimptotas verticais: rectas de equações x = – 2 e x = 3 

Grau de B (x) > grau de A (x) 

Assimptota horizontal: recta de equação y = 0. 

 

4.4 ( )
432

2

+−
−=

xx

x
xi  

 Numerador: A (x) = – x2 

 Denominador: B (x) = x2 – 3 x + 4 

( ) ( ) 2 20 0 3 4 0 0B x A x x x x x= ∧ ≠ ⇔ − + = ∧ − ≠ ⇔ ∈∅  

O gráfico de i não tem assimptotas verticais. 

Grau de B (x) = grau de A (x) 

Assimptota horizontal: recta de equação y = 1
1

1 −=⇔−
y . 

4.5 ( )
3

3 3

x

x
xj

−=  

 Numerador: A (x) =  x3 – 3 

 Denominador: B (x) = x3 

 ( ) ( ) 003000 33 =⇔≠−∧=⇔≠∧= xxxxAxB  

Assimptota vertical: recta de equação x = 0 

Grau de B (x) = grau de A (x) 

Assimptota horizontal: recta de equação y = 1
1

1 =⇔ y . 

4.6 ( )
1

2

−
=

x

x
xk  

 Numerador: A (x) =  x2 

 Denominador: B (x) = x – 1 

 ( ) ( ) 100100 2 =⇔≠∧=−⇔≠∧= xxxxAxB  

Assimptotas vertical: recta de equação x = 1 

Grau de B (x) < grau de A (x) 

O gráfico de k não tem assimptotas horizontal. 
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1. g (x) = f (x – 1) + 5 

O gráfico de g obtém-se por uma translação do gráfico de f 

associado ao vetor ( )1,5u =� . 

 As assimptotas sofrem o mesmo deslocamento: 

 x = – 1 x – 1 = – 1 ⇔  x = 0 

y = 2 y – 5 = – 1 ⇔  y = 7 

 Resposta: (A). 

 

2. ( )
bx

axf
−

+= 1
 

 As assimptotas do gráfico de f: x = b e y = a. 

 Por observação do gráfico temos a > 0 e b > 0. 

 Resposta: (B). 

 

3. V = 2 t sendo V em metros cúbicos e t em horas. 

 22 × h = 2t 

 
2

t
h = . 

 Resposta: (B). 

 

4. ( ) 0
1

50
2

≥
+

= h,
h

h
hC  

 C(7) = 7 

 Resposta: (D). 

 

5. ( )
2

8
1

2

62

−
++=

−
+−=

x
x

x

xx
xf  

 Cálculo auxiliar: 

    x 2    –   x + 6                     x – 2 

 – x 2 + 2  x      x + 1 

                x + 6  

             – x + 2   

            8 

 

 A recta de equação y = x + 1 é uma assimptota do gráfico de 

f. 

 Resposta: (A). 

 

6. 
( ) ( ) ( )

( )( )11

14 222

3 −+
++−+−=

− xxx

xxCxxBxA

xx
 

( )1

4
2

222

3 −
++−+−=

− xx

CxCxBxBxAAx

xx
 

( ) ( )
xx

AxBCxCBA

xx −
−−+++=

− 3

2

3

4
 

Logo, 

⇔








−=
=+−
+=+

⇔








=−
=−

=++

4

0

4

4

0

0

A

CB

CB

A

BC

CBA

 









−=
=
=

⇔








−=
=

=
⇔

4

2

2

4

42

A

B

C

A

CB

C

 

Resposta: (A). 

 



�ATE��TICA� 12�
 C�ASSE 
 

PR�P�STAS DE RES��U���  CAP�TU�� 3 
 

 

6 
 

Pág. 71 

1.1 ( ) , 0
500

x
P x x

x
= >

+
 

Assimptota horizontal: y = 1. 

Se o número de robalos introduzidos for significativamente 

elevado a percentagem desta espécie tende a aproximar-se 

de 100%. 

Assimptota vertical: Não há porque –500 é o único zero do 

denominador e PD +=R . 

1.2 ( ) ⇔≤−
+

⇔≤
+

⇔=≤ 020
500

20
500

20 ,
x

x
,

x

x
,xP  

0
500

2050020 ≤
+

−×−⇔
x

x,,x
 

 Como 500 0,x x ++ > ∀ ∈R , temos: 

 ⇔≤⇔≤− 10080010080 x,x,  

125
80

100 ≤⇔≤⇔ x
,

x  

Podem ser introduzidos 125 robalos, no máximo. 

 

2. ( ) 0
25

50 ≥
+

+= t,
t

kt
tN . 

2.1 ( ) 37515
25

150 =⇔=⇔= k
k

N  

 

2.2 ( )
25

37550

+
+=

t

t
tN  

 ( ) 25
2510

3751050
10 =

+
+×=N  

 É de esperar que produza 25 peças. 

 

2.3 A recta y = 50 é uma assimptota horizontal do gráfico de N. 

Logo b = 50. 

Com o decorrer do tempo de experiência o número de peças 

produzidas por hora tende a aproximar-se de 50. 

 

3.1 ( )
t

t
tr

+
+=

4

51
 

( ) 250
4

1
0 ,r ==  

No momento em que a nódoa foi detectada tinha um raio de 

0,25 cm. 

 

3.2 A recta y = 5 é uma assimptota horizontal do gráfico da 

função r. Significa que com o decorrer do tempo o raio da 

mancha tende a aproximar-se de 5 cm. 

 

 

3.3 

  

 

 

 

 

 

 

 

3.4 A = 40 cm2 

 πr2 = 40 

 
40

π
r =  

 ( ) 40 1 5 40 1 5 40
0

π 4 π 4 π

t t
r t

t t

+ += ⇔ = ⇔ − = ⇔
+ +

 

 
( ) ( )1 5 π 4 40

0
4

t t

t

+ − +
⇔ = ⇔

+
 

 π 5 π 4 40 40 0t t⇔ + − − = ⇔  

( )5 π 40 4 40 πt⇔ − = − ⇔  

4 40 π
9,3

5 π 40
t t

−⇔ = ⇒ ≈
−

 

A área da mancha atingiu 40 cm2 cerca de 9,3 segundos após 

ter sido detectada. 

 

pág.72 
1.1 Não. { }\ 3fD = −R  e gD = R . 

1.2 Não. ( ) 33 2 +=+ xx .  

Logo, f (x) ≠ g (x), ] [3−−∞∈∀ ,x . 

1.3 ( ) ( ) ( )xgxxxxf ==−=−= 222 2  e Df = Dg. 

 As funções f e g são iguais. 

 

1.4 As funções são iguais. 
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2.1 f (x) = 3x; g (x) = x + 
2

1
 

 fD = R , gD = R , f gD D∩ = R ,  

( ){ } 1
: 0 \

2
 ∩ ∩ ∈ ≠ = − 
 

ℝ ℝf gD D x g x . 

 ( )( ) ( ) ( )
2

1
4

2

1
3 +=++=+=+ xxxxgxfxgf
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 :+ ℝf gD  

 f + g: ℝ   → ℝ  

          x          4 x + 
2

1
 

( ) ( ) ( ) ( ) 1 1
3 2

2 2
f g x f x g x x x x − = − = − + = − 

 
 

 :− ℝf gD  

 f – g: ℝ   → ℝ  

          x          2 x – 
2

1
 

 
( )( ) ( ) ( ) 21 3

3 3
2 2

fg x f x g x x x x x = × = + = + 
 

 

 = ℝfgD  

 f g: ℝ   → ℝ  

        x          xx
2

3
3 2 +  

 ( ) ( )
( )

3 3 6
1 2 1 2 1
2 2

f xf x x x
x

xg g x xx

  = = = =  + +  +
 

 
1

\
2

 = − 
 

ℝf

g

D  

 
1

: \
2

f

g
 − 
 

ℝ   → ℝ  

                 x          
12

6

+x

x

 
 

2.2 f (x) = 
x

x 3+
, { }\ 0= ℝfD  

 g(x) = 
4+x

x
, { }\ 4= −ℝgD  

{ }\ 4,0∩ = −ℝf gD D  

( ){ } { }: 0 \ 4,0∩ ∩ ∈ ≠ = −ℝ ℝf gD D x g x  

 ( ) ( ) 3

4

x x
f g x

x x

++ = + =
+

 

( )( )
( )

2 2

2

3 4 2 7 12
4 4

x x x x x

x x x x

+ + + + += =
+ +

 

 { }: \ 4,0+ −ℝf gD  

 f  + g: ℝ  \ {– 4, 0} → ℝ   

                      x          
xx

xx

4

1272
2

2

+
++

 

 ( )( ) ( )( )
( )

2

2

3 43 7 12
4 4 4

x x xx x x
f g x

x x x x x x

+ + −+ +− = − = =
+ + +

 

 { }: \ 4,0− −ℝf gD  

 f  – g: ℝ  \ {– 4, 0} → ℝ  

                          x          
xx

x

4

127
2 +

+  

 ( )( ) ( ) ( ) 3 3

4 4

x x x
fg x f x g x

x x x

+ += × = × =
+ +

 

 { }: \ 4,0−ℝfgD  

 f g: ℝ \{–4, 0} → ℝ   

                   x          
4

3

+
+

x

x  

 ( ) ( )
( )

( )( )
2

2

2

12743

4

3

x

xx

x

xx

x

x
x

x

xg

xf
x

g

f ++=++=

+

+

==







 

 { }\ 4,0f

g

D = −ℝ  

 { }: \ 4,0−ℝ
f

g
 → ℝ  

                     x          
2

2 127

x

xx ++

 
 

2.3 f (x) = 
x

x 62 −
, { }\ 0= ℝfD  

 g(x) = 
3

1

−
+

x

x
, { }\ 3= ℝgD  

( ){ } { }: 0 \ 1,0,3∩ ∩ ∈ ≠ = −ℝ ℝf gD D x g x
 

 

 ( )( ) ( )( ) ( )
( ) =

−
++−−=

−
++−=+

3

1362

3

1632

xx

xxxx

x

x

x

x
xgf  

               
xx

xx

3

18113
2

2

−
+−=

 
 

 { }\ 0,3f gD + = ℝ  

 f  + g: ℝ  \ {0, 3}  → ℝ  

                          x          
xx

xx

3

18113
2

2

−
+−

 

 ( )( ) ( )( )
( ) =

−
−−−=

−
−−=−

3

362

3

62 2

xx

xxx

x

x

x

x
xgf  

                       
xx

xx

3

1813
2

2

−
+−=  

 { }: \ 0,3− ℝf gD  

 f  – g: ℝ \ {0, 3}  → ℝ  

                          x          
xx

xx

3

1813
2

2

−
+−  
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 ( )( ) ( )( )
( ) x

x

xx

xx

x

x

x

x
xfg

22

3

132

3

162 +=
−

+−=
−
+×−=  

 { }: \ 0,3ℝfgD  

 f g: ℝ  \ {0, 3}  → ℝ  

                  x          
x

x 22 +  

 ( ) ( )
( )

( )( )
( ) =

+
−−=

−
+

−

==








1

332

3

1

62

xx

xx

x

x
x

x

xg

xf
x

g

f  

     
xx

xx

+
+−=

2

2 18122
 

 { }: \ 4,0−ℝf

g

D  

 { }: \ 1,0,3−ℝ
f

g
 → ℝ  

                      x          
xx

xx

+
+−

2

2 18122
 

 :+ →ℝ ℝf g  

          x   
2

1
4 +x  

 :− →ℝ ℝf g  

          x   
2

1
2 −x  

 :× →ℝ ℝf g  

          x   
2

3
3 2 x
x +  

 
1

: \
2

 − → 
 

ℝ ℝ
f

g
 

          x   
12

6

+x

x

 
 

 

2.2 { }: \ 4,0+ − →ℝ ℝf g  

          x   ( )4

1272 2

+
++

xx

xx
 

 { }: \ 4,0− − →ℝ ℝf g  

          x   ( )4

127

+
+

xx

x
 

 { }: \ 4,0× − →ℝ ℝf g  

          x   ( )4

3

+
+

xx

x  

 { }: \ 4,0− →ℝ ℝ
f

g
 

          x   
2

2 127

x

xx ++

 
 

 

2.3 { }: IR \ 0, 3 IRf g+ →  

          x   
( )3

18113 2

−
+−

xx

xx  

 { }: \ 0,3− →ℝ ℝf g  

          x   ( )
2 13 18

3
x x

x x

− +
−

 

 { }: \ 0,3× →ℝ ℝf g  

          x   
x

x 22 +
 

 { }: \ 1,0,3− →ℝ ℝ
f

g
 

          x   ( )1

18122 2

+
+−

xx

xx
 

 

 

 

Pág. 74 

3.1 a) ( ) 1−= xxf  e ( )
2

1
2 += xxg  

  ( )( ) ( )( ) 1
2 2 4

2
 − = − = − + = 
 

�f g f g f  

  =
2

9
1

2

7

2

7 −=−−=






−f  

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) 1 11
2 2 2 1 3 6

2 2
− = − = − − = − = − + = −�g f g f g g

 

 

 b) ( ) 2xxf =  e ( )
1

1

+
=

x
xg  

  ( )( ) ( )( ) 1
2 2

2 1
 − = − = = − + 

�f g f g f  

                   ( ) ( ) 111
2 =−=−= f  

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 1 1
2 2 2 2

2 1 3
− = − = − = = =

+
�g f g f g g

 

 

 

3.2 a) ( ) 2 1, ff x x D= + =ℝ  

 
( ) 2 2,= − = ℝgg x x D  

( )( ) ( )( ) ( ) ( )2 22 2 2 2 1 4 8 5= = − = − + = − +�f g x f g x f x x x x  

 
( ){ }:= ∈ ∈ ∧ ∈ =� ℝf g g fD x x D g x D  

         ( ){ }: 2 2= ∈ ∈ ∧ − ∈ =ℝ ℝ ℝ ℝx x x  
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  :� ℝf g  → ℝ  

             x          584 2 +− xx  
( )( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 21 2 1 2 2= = + = + − =�g f x g f x g x x x  

( ){ }:= ∈ ∈ ∧ ∈ =� ℝg f f gD x x D f x D  

    { }2: 1= ∈ ∈ ∧ + ∈ =ℝ ℝ ℝ ℝx x x  
 

 :� ℝg f  → ℝ   

             x          22x  
 

 b) ( ) { }1
, \ 4

4
= =

−
ℝff x D

x
 

 
( ) 0, += = ℝgg x x D  

 
( )( ) ( )( ) ( ) 1

4
= = =

−
�f g x f g x f x

x
 

 
( ){ }:= ∈ ∈ ∧ ∈ =� ℝf g g fD x x D g x D  

         { } { }0: 0 4 16\x x x += ∈ ≥ ∧ ≠ =ℝ ℝ
 

 

 Cálculo auxiliar: 

 164 =⇒= xx  

 

{ }0 \: 16f g +� ℝ  → ℝ   

                     x          
4

1

−x  

( )( ) ( )( ) 1 1

44

 = = =  −− 
�g f x g f x g

xx
 

( ){ }:= ∈ ∈ ∧ ∈ =� ℝg f f gD x x D f x D  

 ] [1
: 4 0 4,

4
 = ∈ ≠ ∧ ≥ = +∞ − 

ℝx x
x

 

  

Cálculo auxiliar: 

 4040
4

1 >⇔>−⇔≥
−

xx
x

 

] [: 4, + ∞�g f  → ℝ   

                   x          
4

1

−x  
 

 c) ( ) { }1
, \ 0ff x D

x
= = ℝ  

( ) [ [+∞−=+= ,1,1
g

Dxxg  

( )( ) ( )( ) ( ) 1
1

1
= = + =

+
�f g x f g x f x

x
 

( ){ }:= ∈ ∈ ∧ ∈ =� ℝf g g fD x x D g x D  

         { } ] [: 1 1 0 1,= ∈ ≥ − ∧ + ≠ = − +∞ℝx x x  

  Cálculo auxiliar: 

  101 −=⇔=+ xx  

] [: 1,− +∞�f g  → ℝ   

                     x          
1

1

+x
 

( )( ) ( )( ) 1 1
1

 = = = + 
 

�g f x g f x g
x x

 

( ){ }:= ∈ ∈ ∧ ∈ =� ℝg f f gD x x D f x D  

         ] ] ] [1
: 0 1 , 1 4,

 = ∈ ≠ ∧ ≥ − = −∞ − ∪ +∞ 
 

ℝx x
x

 

  Cálculo auxiliar: 

0
1

01
1

1
1 ≥+⇔≥+⇔−≥

x

x

xx
 

  

 

 

 

 

 

 

] ] ] [: , 1 4,−∞ − ∪ +∞�g f  → ℝ   

                         x          1
1 +
x  

3.3 ( ) 2,= − = ℝff x x D  

Seja ( ) ,= + = ℝgg x ax b D  

( )( ) ( )( ) ,= ∀ ∈ ⇔� ℝf g x gof x x  

( )( ) ( )( ) ,⇔ = ∀ ∈ ⇔ℝf g x g f x x  

( ) ( )2 ,⇔ + = − ∀ ∈ ⇔ℝf ax b g x x  

( )2 2 ,⇔ + − = − + ∀ ∈ ⇔ℝax b a x b x  

2 2 ,⇔ + − = − + ∀ ∈ ⇔ℝax b ax a b x  

1
22

=⇔




+−=−
=

⇔ a
bab

aa
  

Qualquer função g definida por g (x) = x + b, b ∈ℝ  é 

permutável com f. 

 

 

x −∞  – 1  0 +∞  

1 + x – 0 +  + + 

x – – – 0 + 

x

x+1
 + 0 – s.s. 

+ 
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Pág. 78 
4.1 ( ) 1, ff x x D= − + = R  

( ) π 3, gg x x D= + = R  

( )( ) ( )( ) ( ) ( )π 3 π 3 1 π 2f g x f g x f x x x= = + = − + + = − −�

( ) ( ) ( )( ) ( )1g f x g f x g x= = − + =�  

( )π 1 3 π π 3x x= − + = − + +  

Embora f g g fD D= = R� �
 

( ) ( ) ( )( ):x f g x g f x∃ ∈ ≠R � �  

f e g não são permutáveis. 

 

 

4.2  ( ) [ [+∞== ,0,
f

Dxxf  

( ) { }1
, \ 3

3 gg x D
x

= =
−

R  

( ){ }:f g g fD x x D g x D= ∈ ∈ ∧ ∈ =R�
 

                    ] [1
: 3 0 3,

3
x x

x
 = ∈ ≠ ∧ ≥ = +∞ − 

R  

( ){ }:gof f gD x x D f x D= ∈ ∈ ∧ ∈ =R  

          { } [ [ { }: 0 3 0, \ 9x x x= ∈ ≥ ∧ ≠ = +∞R  

⇒≠
goffog

DD  f e g não são permutáveis. 

 

 

5. Por exemplo: 

 ( ) [ [+∞=−= ,2,2
f

Dxxf  

  
( ) 1 , gg x x D= − = R  

  
( ){ }:fog g fD x x D g x D= ∈ ∈ ∧ ∈ =R  

   { }: 1 2x x x= ∈ ∈ ∧ − ≥ =R R  

    { }: 1x x= ∈ ≤ − = ∅R  

  Sendo fogD = ∅ , fog não existe. 

  
( ){ }:gof f gD x x D f x D= ∈ ∈ ∧ ∈ =R  

           { }: 2 2x x x= ∈ ≥ ∧ − ∈ =R R  

           { } [ [: 2 2,x x= ∈ ≥ = + ∞R  

  
( )( ) ( )( ) ( )2 1 2g f x g f x g x x= = − = − −�  

  [ [: 2,g f +∞�  → R 

                  x          21 −− x
 

 

 

Pág. 81 
6.1  { }\ 0fD = R  

( ) y
x

yxf =⇔= 6
 

x
yxy

y
x

6
6

6 =⇔=⇔=  

( )
x

xf
61 =−  

{ }1 \ 0
f

D − = R  

{ }1 \ 0
f

D − = R  → R  

                   x          
x

6
 

  

 

 

6.2 ( ) 16 += xxg  

gD = R  

( ) yxyxg =+⇔= 16  

6

1
1616

−=⇔−=⇔=+ x
yxyxy  

( )
6

11 −=− x
xg  

1g
D − = R  

1 :g−
R  → R  

         x          
6

1−x
 

  

 

 

6.3  ( )
3

2

−
=

x
xh  

{ }\ 3hD =R  

( ) y
x

yxh =
−

⇔=
3

2
 

x

x
yxxyxxyx

y

32
3232

3

2 +=⇔+=⇔−=⇔=
−
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( )
x

x
xh

321 +=−  

{ }1 \ 0
h

D − = R  

  

 

 

 

Pág. 82 
1.  

x −∞  0  a  b +∞  

f (x) + 0 –  + + + 
g (x) – – – – – 0 + 

( )
( )xg

xf
 – 0 + 

s.s
– 

s.s
+ 

 

 
( )
( ) [ [ ] [+∞∪∈⇔> ,,00 bax
xg

xf
 

 Pode ser a = 1 e b = 2. 

 Resposta: (D). 

 

2.1  ( ) ( ) 1001 1 =⇒= −ff  

  ( ) ( ) 2222 1 −=⇒=− −ff  

( ) ( ) 32120 11 =+=− −− ff  

  Resposta: (C). 

 

2.2  ( )
3

2
1

−
+=

x
xg  

  
( )( ) ( )( ) ( )

2

1

2

1
1

31

2
1122 =−=

−−
+=−== gfggof  

  Resposta: (A). 

 

3.1  ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) 232922929 3 ==+−== ggfggof  

  Resposta: (C). 

 

 

3.2  ( ) ( ) ⇔−=+−⇔−=+−⇔−= 33 22222 xxxf  

               628 −=⇔+−=⇔ xx  

  ( ) ( ) 6226 1 −=−⇔−=− −ff  

  ( ) ( ) 31 62662 −−+−=−+−− ff  

           82686 3 −=−−=−+−=  

  Resposta: (B). 

 

4.  Df = R e f é injectiva. 

  Se f é injectiva a equação f (x) = 3 tem, no máximo, 

uma solução. Como a é solução da equação, esta é 

única. 

  Resposta: (D). 

 

5.  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 0101111 ≠−−⇔≠−−−⇔−≠− gfgfgf  

  – 1 não é zero de f – g. 

  ( ) ( ) ( ) 000 ≠∧=⇔=







xfxgx

f

g
 

  1 é zero de f. Logo não é zero de 
f

g
. 

  ( ) ( ) ( )( ) ( )4 4 1 0 1f g f g f= = = ≠ −�  

  Em ]0, 4[, g tem dois zeros e f tem um, todos 

diferentes. Logo f × g tem três zeros. 

  Resposta: (D). 

 

Pág. 83 

1.  ( ) ( ) 0,
3

9
;0,

1

611 ≥
+
+=≥

+
+= t

t

t
tbt

t

t
ta . 

1.1  No início de 2009, o número de animais, em milhares, 

da espécie A, é dado por a (0) = 6. Logo, no início de 

2009 existiam 6000 animais da espécie A. 

  No início de 2010, o número de animais, em milhares, 

da espécie A era dado por a (1) = 8,5 pelo que havia, no 

início de 2010, 8500 animais da espécie A. 

  Logo, desde o início do ano de 2009 até ao início do 

ano de 2010, o número de animais da espécie A 

aumentou 2500. 

  Como, nesse intervalo de tempo, morreram 500 animais 

da espécie A, podemos concluir que no intervalo de 

tempo em causa, nasceram 3000 animais da espécie A 

(2500 + 500 = 3000). 
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1.2 ( )
1

5
11

1

611

+
−=

+
+=

tt

t
ta  

     11 t + 6  t + 1 

  – 11 t  – 11 11 

             – 5 

A recta de equação y = 11 é uma assimptota horizontal 

do gráfico de a. 

 ( )
3

6
1

3

9

+
+=

+
+=

tt

t
tb  

     t + 9    t + 3 

  – t  – 3   1 

          6 

A recta de equação y = 1 é uma assimptota horizontal 

do gráfico de b. 

Podemos então concluir que, com o decorrer do tempo 

o número de animais da espécie A tende para 11 000 

enquanto que o número de animais da espécie B tende 

para 1000. 

Logo, a diferença entre o número de animais da espécie 

A e o número de animais da espécie B, com o decorrer 

do tempo, tende para 10 000. 

 

 1.3  ( )( ) ( )( )
9

11 6
9 3

93 1
3

t
t t

a b t a b t a
tt
t

+  + + +   = = = =  ++  +
+

�  

  
122

11717

3

122
3

1869911

3

39

6
3

9911

+
+=

+
+
+

+++

=

+
+++

+
+
+

=
t

t

t

t
t

tt

t

tt
t

t

 

 

  ( ){ }:aob b aD t t D b t D= ∈ ∈ ∧ ∈ =R  

  { }9
: 3 1 \ 6, 3

3
t

t t
t

+ = ∈ ≠ − ∧ ≠ − = − − + 
R R

 
 

  Cálculo auxiliar: 

  ⇔=
+

+++⇔=+
+
+⇔−=

+
+

0
3

39
01

3

9
1

3

9

t

tt

t

t

t

t
 

  6301220
3

122 −=⇔−≠∧=+⇔=
+
+⇔ ttt

t

t
 

  
( ) ( ) { }17 117

; \ 6, 3
2 12 aob

t
a b t D

t

+= = − −
+

R� . 

 

 

 

 

1.4  Se x ≠ – 1 

  ( ) y
x

x
yxf =

+
+⇔=
1

611
 

  Se y  ≠ – 1 

 ⇔+=+⇔=
+
+

xxyyx
y

y
611

1

611
 

 
( )

x

x
yxxyxxyy

−
−=⇔−=−⇔−=−⇔

11

6
611611  

 ( ) ( ) 111111 1 −=⇔=− −ff  

 1 :f − →R R  com ( )1

6
se 11

11
1 se 11

x
x

f x x
x

−
− ≠= −

 − =

 

 

2.1  Recta OC: 

  
3

4=m  

  xy
3

4=  

  







xxC

3

4
,  

  12=OB  

 A altura do triângulo [OBC] relativa ao vértice C é a 

ordenada deste ponto, ou seja, é igual a x
3

4
. 

  A [OBC] = xx
x

8
3

4
6

2
3

4
12

=×=
×

 

  A (x) = 8x 

 

2.2  12=OB  

  

=+=






+= 22
2

2

9

16

3

4
xxxxOC  

      
xxx

3

5

3

5

9

25 2 ===  

  

( ) =






 −+−=
2

2 0
3

4
12 xxBC  

       
=++−= 22

9

16
14424 xxx  

      
14424

9

25 2 +−= xx  

  
( ) 25 25

12 24 144
3 9

P x x x x= + + − +
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3.  ( ) 3220,1001252 ≤≤++= TTTtN  

  ( ) 60,104 <<+= hhhT . 

3.1  ( ) ( ) ( )( ) ( )4 10N T h N T h N h= = +�  

             ( ) ( )2
4 10 125 4 10 100h h= + + + +  

             145058016 2 ++= hh . 

3.2  ( )( )4 16 16 580 4 1450 4026N T = × + × + =�  

  4026 bactérias 

3.3  ( )( ) 5000N T h = ⇔�  

     5000145058016 2 =++⇔ hh  

     0355058016 2 =−+⇔ hh  

  35545,h ≈⇔  

  0,3554 × 60 ≈ 21. 

Terão de decorrer 5 h 21 min. 

 

Pág. 86 

1.1  ( ) ⇔=⇔=






 −−
2

1
33327

3

1 x

x

 

    
2

3

2

3
33 2

3

=⇔=−⇔=⇔ − xxx  

1.2  ⇔>⇔>






 +−−+− 11 222
2

1 xxx

x

 

    101 >⇔+−>−⇔ xxx , impossível. 

  S = {} 

  

Pág. 87 
2.1  522322 5 =⇔=⇔= xxx  

  S = {5}. 

2.2  ( ) ⇔=⇔= +++− 22222 55255
xxxx  

  
⇔+=−⇔= +− 42255 422 xxxx  

  144 −=⇔=− xx  

  S = {– 1} 

 

3.  ertM C=  

  t = 3, C = 1000, r = 0,05 

  ≈⇔×= × MeM 305,01000 1161,83 meticais. 
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4. ( ) 0,49 3

100
3 10,033

1 39e
M − ×= =

+
 

 

 

 

 

 

Pág. 91 
5.1 =++ 6log243log4log

2163

2

1
 

 Cálculos auxiliares 

 ( )5
3 3log 243 log 3 5+ = =  

 
3

1
136662166log 3

216
=⇔=⇔=⇔=⇔= xxx xx  

 
3

10

3

1
526log243log4log

2163

2

1
=++−=++  

5.2 2log
9

1
log8log

4

3

1

2

1
++  

 Cálculos auxiliares 

 3
1

2

1
log 8 8 2 2 3

2

x
xx x− = ⇔ = ⇔ = ⇔ = − 

 
 

 2
3

1
log

9

1
log

2

3

1

3

1
=







=  

 
4

1

2

1
222242log 2

1
2

4
=⇔=⇔=⇔=⇔= xxx xx  

 
4

3

4

1
232log

9

1
log8log

4

3

1

2

1
−=++−=++  

 

Pág. 92 
6.1 ⇔=⇔=⇔= 444 381481log xx

x
 

              3=⇔ x  

 S = {3} 

6.2 ⇔=⇔=⇔−= −

3

11

3

1
2

3

1
log

2

2

x
x

x
 

                    332 =⇔=⇔ xx  

 S = { }3  
 

 

Pág. 93 
7.1  ( ) ( )2ln 3 ln 1 3x x+ = − ⇔  

  ( ) ( )2
ln 3 ln 1 3 3 0 1 3 0x x x x⇔ + = − ∧ + > ∧ − > ⇔  

  ( ) ⇔<∧−>∧−=+⇔
3

1
3313 2
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7.2  
5

ln
x

x
x

e

−  = − ⇔ 
 

 

  ( ) ( )ln 5 ln e 5 0xx x x⇔ − − = − ∧ − > ⇔  

  ( )ln 5 5x x x x⇔ − − = − ∧ < ⇔  

  ( )ln 5 0 5x x⇔ − = ∧ < ⇔  

  ⇔<∧=−⇔ 55 0 xex  

  ⇔<∧=−⇔ 515 xx  

  454 =⇔<∧=⇔ xxx ,  S = {4}  

 

Pág. 94 
8.  ( ) ( ) ( )2ln ln 3 ln 5x x x− + ≤ +  

  Domínio: 005030 >⇔>+∧>+∧> xxxx  
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9.  M = – 3,64 + 0,69 log10 E 

 

9.1  E = 3 × 1010 

  M = – 3,64 + 0,69 log10 (3 × 1010) 

  M = 3,59 

 

9.2  M = 7 

  7 = – 3,64 + 0,69 log10 E 

  
690

6437

,

,+
 log10 E 

  log10 E = 15,42 

  E = 1015,42 

  E = 2,6 × 1015 
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10.  ( ) 2 2sinf x x= − +  
 

10.1  Df = IR 

 

 

10.2  1 sin 1x− ≤ ≤ ⇔  

  2 2sin 2x⇔ − ≤ ≤ ⇔  

  4 2 2sin 0x⇔ − ≤ − + ≤  

  D’ f = [– 4, 0] 

 

10.3  ( ) ( ) ⇔=+ xfPxf  

  ( )2 2sin 2 sinx P x⇔ − + + = − + ⇔  

  ( )sin sinx P x⇔ + = ⇔  

  2π ,x P x K K⇔ + = + ∈Z  

  Período: 2π 

 

Pág.102 
11.  ( ) [ ]1 cos , π, 2πf x x x= − ∈ −  

   
 

11.1  [ ]0, πx∈  

11.2  ( ) 0 1 cos 0f x x= ⇔ − = ⇔  

  cos 1 0 2π,x x k k= ⇔ = + ∈Z  

  [ ]0, πx∈ : k = 0, x = 0 

              k = 1, x = 2π  

  Zeros: 0 e 2π. 

11.3  1 cos 1 1 cos 1x x− ≤ ≤ ⇔ ≥ − ≥ − ⇔  

  2 1 cos 0x⇔ ≥ − ≥  

  D’ f = [0, 2]. 

  ( ) 2 1 cos 2f x x= ⇔ − = ⇔  

  cos 1 π 2 π,x x k k= − ⇔ = + ∈ ⇔Z  

  [ ]0, 2πx∈ : k = – 1, x = – π 

   k = 0, x = π 

  – π e π. 

12.  ( ) [ ]1 tg , ,2f x x x π π= + ∈ −  

12.1  ( ) 0 1 tg 0f x x= ⇔ + = ⇔  

  tg 1 ,
4

x x k k
π π= − ⇔ = + ∈ ⇔Z  

  [ ]π, 2πx∈ − : k = – 1, x = π 3π
π

4 4
− ⇔= −  

                 k = 0, x = π
4

 

                    k = 1, x = π 5π
π

4 4
+ ⇔=  

  Zeros: 
3π π 5π

, ,
4 4 4

− . 
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Pág.105 
12.2  Não tem máximo. 

13.  37 °F em julho e 87 °F em janeiro. 

13.1   

 
 

13.2  ( )cosy a b x c d= − +    

  b: período 
612

2
12

2 π
bb

π

b

π =⇔=⇔=  

  Máximo: 87 ( )( )cos 1 87b x c a d− = → + =    

  Mínimo: 37 ( )( )cos 1 37b x c a d− = − → − + =    

  ⇔
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d

da

d

da

da

da
 

  ( )25
, 25cos 62

62 6

a
y x c

d

π=  ⇔ = − +  =  
 

  y é o máximo quando x = 1 então: 

  ( )87 25cos 1 62
6

c
π = − + ⇔  

 

  ( )cos 1 1
6

c
π − =  

, o menor valor que verifica esta 

condição é o então ( )1 0 1 0 1
6

c c c
π − = ⇔ − = ⇔ =  

  ( )25cos 1 62
6

y x
π = − +  

. 

 

Pág.106 
1.  P (t) = 10 000e0,02t  

A (t) = 30 625t + 2000 

P - população 
A - Abastecimento de alimentos 
t – tempo(anos) 
 
 
 
 
 
 

   

 

 

 

 

 

 

2.  N (t) = 2 000 000e-0,558×5 
≈ 122 842 

 

3.  f (t) = 50 (1 - e-0,2t) 

  f (20) = 50 (1 – e-0,2×20) = 49,08 m 

 

4.  ( )
t

,

e
,tn 







=
52

361  

  ( ) 39738
52

36140
40

≈=






= ,
,

e
,n  

 

5.  x - ano 

  y - população (mil milhões) 

 

 

 

 

 

 

  O valor da população em 2000 seria 26,40 milhares de 

milhões. 

 

6.1  ( ) 4
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6.3  96 dias 

 

7.1  ( ) 63
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7.3  Não, a população de veados, nunca pode ultrapassar os 

200 indivíduos. 

  200
49

200
lim

12,0
=

+ −+∞→ tt e
. 
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8.1  Sem produção não há lucro. 

  ( )100 log 100 k= +  

  100
10

logk −=⇔  

  ⇔ k = – 2 

 

8.2  ( ) ( )105000 log 100 5000 2L = + −  

  ( ) ( )105000 log 5100 2L = −  

  ( ) 70715000 ,L = dezenas de euros 

 

8.3  ( )101 log 100 2n= + −  

  ( )103 log 100 n= +  

  n+= 100103  

  n+= 1001000  

  n = 900 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

9.1  ( )12
103,64 0,69log 5 10M = − + × ; M = 5,122. 

9.2  104 3,64 0,69log E= − +  

  10 10

4 3,64
log log 21,1

0,69
E E

+= ⇔ =  

  11121 10259110 ×==⇔ ,E ,  

 

10.  0,52 0,55lnA p= − +  

  0,52 0,55ln10A= − +  

  A = 0,746 m 

 


